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Non-radiative Electronic Excitation Energy Transfer in Two-dimensional Luminescent Systems 

An expression for the photoluminescence (PhL) quantum yield of donors in two-dimensional 
systems as depending on the concentration ratio nü'/n\' of donors and acceptors has been obtained. 
In the particular case nj)' n\' the expression reduces to the form given by other authors. The 
obtained formula can also be applied to the description of the concentrational quenching of PhL 
when dimers act as acceptors. The theory has been compared with the experimental results on 
fluorescence quenching of chlorophyll a by Cu-pheophytin a in monolayers of oleyl alcohol. 

1. Einleitung 

Der Einfluß der Konzentration auf die Eigen-
schaften der Photolumineszenz (PhL) in zwei-
dimensionalen Systemen war Gegenstand einer 
Reihe von experimentellen und theoretischen Unter-
suchungen 1 _ 8 . Das Problem steht in engem Zu-
sammenhang u. a. mit der Frage der Wanderung 
der Elektronenanregungsenergie in photosyntheti-
sierenden Systemen 3 ' 9 ' 1 0 . Wichtige Angaben über 
die Energiewanderung in solchen Systemen erhält 
man u. a., wenn man die Konzentrationslöschung 
der Photolumineszenz untersucht. Tweet, Bellamy 
und Gaines1 haben für die PhL-Quantenausbeute 
des Donors in Abhängigkeit von der Konzentration 
des Akzeptors durch Angleichen der dreidimensiona-
len Försterschen Theorie 11 an den zweidimensiona-
len Fall folgende Gleichung erhalten: 

n 00 

— = fexp[-(x + pxi'>)]dx, (1) 
V o o 

mit 

p = r ( § ) Q A * = r ( % ) ( R 0 X / R A y ; ( 2 ) 

Rq\ ist der kritische Abstand für die strahlungslose 
Energieübertragung vom angeregten Molekül des 
Donors zum unangeregten Molekül des Akzeptors 
(D*—>A) , - T ( i ) ist eine Gamma-Funktion und rj0 

die PhL-Ausbeute des Donors für RI\' - > 0 , R\ ist 
der Radius in der Beziehung J i R \ 2 = l , worin 
nA' die Zahl der Akzeptormoleküle pro Flächenein-

* Diese Arbeit wurde von der Polnischen Akademie der 
Wissenschaften unterstützt im Rahmen des Projektes 
3.2.07. 

heit ist. Die Gl. (1) gilt nur, wenn 

nD'<€nA'. ( 3 ) 

Dabei ist nD ' die Zahl der Donormoleküle pro Flä-
cheneinheit. Jedoch ist es für manche lumineszie-
rende biologische Systeme wichtig, den Fall *>12,13 

«d' ^ nx (4) 

zu betrachten und auch die Assoziation aktiver Mo-
leküle 1 0 , 1 4 zu berücksichtigen. In der Arbeit15 

ist die Theorie der PhL-Konzentrationslöschung in 
dreidimensionalen Lösungen entwickelt worden. 
Diese Theorie berücksichtigt die Assoziation und ist 
für Fälle von Bedeutung, in denen die Konzentra-
tion des Donors die Konzentration des Akzeptors 
übersteigt [vgl. Gleichung ( 4 ) ] . 

Im folgenden soll die Frage der PhL-Löschung 
des Donors durch den Akzeptor in zweidimensiona-
len Systemen betrachtet werden, wobei ähnliche Vor-
aussetzungen angenommen und analoge Verfahren 
angewendet werden wie in 15. 

2. Theoretische Überlegungen 

Das Fluoreszenzsystem enthalte zwei Arten von 
Molekülen D und A (Donor und Akzeptor der An-
regungsenergie) , die statistisch in einem zweidimen-
sionalen unaktiven Medium mit endlicher Fläche S 
mit den Konzentrationen Nn, N\ verteilt sind. Das 
Absorptionsspektrum des Akzeptors und das Fluo-
reszenzspektrum des Donors sollen einander teil-
weise überdecken. Außerdem finde eine teilweise 
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Überdeckung der Absorptions- und Emissionsspek-
tren des Donors statt. Diese Spektrenüberdeckung 
bedingt die unmittelbare Energieübertragung vom 
angeregten Molekül D* zum unangeregten Molekül 
D oder A. Der Desaktivierungsprozeß ist von der 
Verteilungskonfiguration der Moleküle D und A in 
der Umgebung von D* abhängig. Diese Konfigura-
tion wird durch die Abstände aller Moleküle D und 
A vom gewählten Molekül D* bestimmt, das heißt 
durch Angaben der Abstände r7- und Ti. 

Xj<r, ^ xj + dxj, 7 = 1 , 2 , . . . , Nd — 1 , 
yi<n ^yi + dyt, 1=1,2,..., N\ . 

Die durch {x j dXj) sowie { y i , d?/?} charakterisierte 
Konfiguration wird mit den Indizes (r) und (5) 
gekennzeichnet. Sämtliche Lumineszenzzentren sind 
gemäß der Verteilungskonfiguration der Moleküle 
D und A in der Umgebung von D* in Gruppen [mit 
den Indizes (r) und (5)] zu unterteilen. Die Wahr-
scheinlichkeit dafür, daß das beliebig gewählte Mo-
lekül D zur Zentrengruppe (r) (5) gehört, beträgt: 

P ( D 6 { D W M } ) = P M W -
y dar, ^ 2jiyldyl ^ 

7 = 1 S I= 1 5 

Außerdem sind alle angeregten Moleküle D* auf 
folgende Weise nacht Anregungsordnungen einzutei-
len: das Molekül D (w) wird zu Molekülen der m-ten 
Ordnung gezählt, falls es die Anregungsenergie nach 
„ m " strahlungslosen Übertragungen erhalten hat; 

ist ein durch Lichtabsorption direkt angeregtes 
Molekül. Mit dem Formelzeichen sind an-
geregte Moleküle der m-ten Ordnung bezeichnet, für 
die sich das j-te Molekül vom Typ D im Abstand 
und das /-te Molekül vom Typ A im Abstand be-
finden. Die Moleküle D ß i ) können die Anregungs-
energie durch PhL-Emission (mit der Häufigkeit 
kp), innere Auslöschung (kq) oder strahlungslose 
Energieübertragung zu einem Molekül vom Typ D 
(&DD(r)(s) oder vom Typ A (^DA(r)(s)) verlieren. Die 

Häufigkeiten &DD(r)(s) und A(r)(s) sind v o n der 
Verteilungskonfiguration der Moleküle D und A ab-
hängig und können folgendermaßen dargestellt wer-
den: 

N0-1 Na 

^DDW(s) = 2 km{xj), kDMr)(S) = kDA(yi) . (6) 
j = 1 l = 1 

Darin gilt bei Dipol-Dipol-Wechselwirkung nach 
Förster 1 6 : 

km(xj) = (kF + kq) (/W*;)6 (?) 

7?OD ist der kritische Abstand für die strahlungslose 
Energieübertragung von D* nach D. Die Mittel-
werte für die Wahrscheinlichkeiten der PhL-Emis-
sion durch D(™(s) Moleküle bzw. der strahlungslosen 
Übertragung der Anregungsenergie zu den Mole-
külen D betragen entsprechend: 

^F P(r) (s) 2 
(r)(s) Ä(r)(a) 

und 

mit 

P d d = 2 
cDD(r)(s) 

(r)(s) Ä(r)(s) 
(r)(s) 

(8) 

(9) 

k(r) (s) = kF + kq + ^DD(r) (s) &DA(r)(s) • ( 1 0 ) 

Die PhL-Quantenausbeute der Lösung kann als 
Summe der Ausbeuten r j ^ der von Molekülen 
sämtlicher Ordnungen ausgestrahlten Photolumines-
zenz errechnet werden, das heißt 

V = 2 ? ? ( M ) • 
m-0 (11) 

Wie schon früher bewiesen 15, ergibt sich: 

^ ) = P f P S d , m = 0 , 1 , 2 , . . . . ( 1 2 ) 

Die Größen Pp und Pdd sind als Grenzwerte von 
P F ( S ) und P D D (S ) für S - + o c und konstante Flä-
chendichte NJ)/S bzw. NA/S ZU finden. Somit erhält 
man für den Mittelwert der Wahrscheinlichkeit Pp 
unter Berücksichtigung von (5) bis (8) und (10) : 

Pp = lim Pp (5) = lim 2 
oo 

7 P(r)(s) = lim 
S^ oo (r) (s) «(r)(s) S-> oo 

mit 

ki 
dATj _ i d Y, d YND 

S " s s s 

i 0 h + K + i k r + k J ( s C f x r ' + S l A F r 3 ) 
iv D - i + ivA ^ ^ 

X j = JI XJ2 f ü r 7 = 1 , 2 . . . NJ) — 1 ; Y^NY? f ü r 1=1,2,..., NA 

S = 7I R2, 5 0 D = TI ROD , SOA = N Rox • 

(14) 

(15) 
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Die Auswertung von (13) (vgl. Anhang 1) ergibt 

PF = rj0[l-F(g)] 

mit i}o = kF/{kF + kq) , 

F(g) =gfe*p [ - (z* + gz)] dz, 
o 

<7 = r(§)(nD 'S0 D+rtA 'SoA) = ^ ( § ) ( < ? D 2 + < ? A 2 ) = T ( § ) 
R OD 
ÄI 

+ R OA 
RT 

QD) QA5 Rd und R\ haben die gleiche Bedeutung wie im Ausdruck (2 ) . 
Unter Berücksichtigung der Beziehungen (5 ) , ( 6 ) , ( 7 ) , (9) und (10) erhält man 

P D D = l im P D D ( S ) = l i m 2 h T r ) < S ) P 

S-+ oc S-*oo(r)(s) K(r)(s) r)(s) 

S S NB -1 „ d X t 

= lim 
s 

k F s h > i x r * - ( 
im i . . . I j = 1 $ 
-OC J J ~ ~ An -1 Ata 

dXAyD _ 1 (I Fj 
5 " 5 

d Y j u 
S 

o o 
ND - 1 + A7A 

kF + kq + (kF+kq) (5od 2 xr*+si a 2 Yt-*) 
7 = 1 1=1 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

Die Integration (vgl. Anhang 2) ergibt 

9 
(21) 

mit 
gD = r{$) n\) S, OD r(i)QD*. (22) 

g und F(g) sind durch Gl. (19) und (18) darge-
stellt. Berücksichtigt man die Konzentrationsabhän-
gigkeiten der Größen PF und P D D in (16) und (21) 
sowie die Beziehungen (11) und (12 ) , so gilt für 
die PhL-Quantenausbeute der Lösung: 

rL_ 1 — F(g) 

Vo 
mit 

(24) 
Für 

1 -ßF{g) 

ß = QD2/(Qv2 + QA2) . 

(23) 

v - = 1 (25) 

[die Ungleichheit (3) ist dann erfüllt], erfolgt 
g-+p, [vgl. Ausdruck (19) und ( 2 ) ] , ß-+0, und 
der Ausdruck (23) geht über in 

V/Vo = l - F ( p ) , (26) 

der identisdi ist mit dem Ausdruck (1 ) . 

3. Diskussion und Schlußbetrachtungen 

Der Ausdruck (23) wurde unter Berücksichtigung 
der mehrstufigen strahlungslosen Energieübertra-
gung von einem angeregten Molekül des Donors D* 

zu einem Molekül des Akzeptors A abgeleitet. Dieser 
Ubergang vollzieht sich nach dem Schema: 

D* + D + . . . + D + A - * D + D* + . . . + D + A . . . 

~ > D + D + . . . + D * + A ^ D + D + . . . + D + A * , 
(27) 

wo ki)D und k\)\ durch Formel (6) dargestellte Häu-
figkeiten für den Übergang der Anregungsenergie 
sind. 
Der Ausdruck (1) dagegen entspricht dem strah-
lungslosen Übergang der Anregungsenergie von D* 
nach A in einem Schritt. 

Abbildung 1 zeigt die nach (23) berechnete rela-
tive PhL-Quantenausbeute j les Donors als Funktion 
des Arguments Q\ = Rqa/R\ für mehrere verschie-
dene Werte des Parameters Y. Die Berechnungen 
wurden mittels einer Rechenmaschine „Odra 1204" 
durchgeführt. 

Für die Funktion F (g) wurden folgende Nähe-
rungen eingeführt: 

a) g 10~ 5 : 

F{g)=g /°exp { — z 3 } dz = r($)g. 
o 

b) g^> 20 : 
oo 

F(g)^\ — f exp {— g z1/s} dz = 1 - 6/g3. 
o 

Aus Abb. 1 ist ersichtlich, daß die Quantenausbeute 
des Donors bei festgelegtem Wert der Akzeptorkon-
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zentration nA (bei festgelegtem Wert Q\) stark 
vom Wert des Parameters Y abhängig ist. Für hohe 
Werte von Y (nD ' n A ) sind die nach der neuen 
Theorie errechneten Werte rj/r]0 bedeutend niedriger 
als nach (1 ) . 
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Abb. 1. Relative Quantenausbeute der Photolumineszenz in 
Abhängigkeit von Qa = Roa/Ra • Die ausgezogenen dicken 
Kurven (Gl. (23)) gelten für die Photolumineszenzlöschung 
in zweidimensionalen Systemen. Dabei ist R\ durch die For-
mel TI'A 7i 7?A 2 = 1 definiert, wo n'\ die Molekülzahl des 
Akzeptors pro Flächeneinheit ist. Die gestrichelten Kurven 
(Gl. (28)) sind dreidimensionale Analoga der ausgezogenen 
Kurven, wo R\ durch n\(^/3)jt R\3 = l definiert ist und n\ 
die Zahl der Akzeptormoleküle pro Volumeneinheit bedeutet. 
Die ausgezogenen dünnen Kurven (Ausdruck (36)) gelten 
ebenfalls für die Photolumineszenzlöschung in zweidimen-

sionalen Systemen. 

In Abb. 1 ist audi der nach 1 3 ' 1 7 bestimmte ana-
loge Verlauf der Quantenausbeute für einen drei-
dimensionalen Fall (gestrichelte Kurven) darge-
stellt: 

J L 
Vo 

1 - / 0 0 

1 - a / ( y ) 
mit 

f(y) = Vny exp (y2) [1 — erf (7) ] 

(28) 

a = Yi>/Y> 
(29) , (30) 

2 

Vn 

" n 
n0D 

+ n\ 

^OA (31) 

(<?D3 + <?A3) = " 
Vn Rod 

Rb 
+ R 0A 

Ri 

Dabei ist erf(y) das Fehlerintegral, non und die 
kritische Konzentration18 für die strahlungslose 
Übertragung der Anregungsenergie von D* nach D 
bzw. von D* nach A. Der Ausdruck (28) ergibt sich 
u. a. bei der Annahme, daß die strahlungslose Ener-

gieübertragung in vielen Schritten nach Schema (27) 
abläuft. Die gestrichelten Kurven in Abb. 1 ent-
sprechen verschiedenen Donor/Akzeptor-Konzentra-
tionen 

V = Y D / Y A — ( ? D 3 / ( ? A 3 • ( 3 2 ) 

Die gestrichelte Kurve 4 (für y-*- 0) entspricht dem 
Verlauf nach Förster 11 (gültig für QD3 QA 3 ) und 
stellt ein dreidimensionales Analogon der ausgezo-
genen Kurve 1 dar. 

Mit dem Ausdruck (23) kann auch die PhL-Kon-
zentrationslöschung beschrieben werden, wenn für 
die Erscheinung nichtlumineszierende Dimere ver-
antwortlich sind. Konzentrationsänderungen der 
„richtigen" Quantenausbeute, das heißt der hinsicht-
lich der unaktiven Absorption korrigierten Aus-
beute, lassen sich nach Formel (23) beschreiben, 
wenn die Dimeren als Akzeptoren zu betrachten sind. 
Um das zu erreichen, sind die im Ausdruck (18) 
gegebenen Größen nA ' , SOA 9 Roa und entspre-
chend durch n\y, SOD" > -̂ OD" UND Qd" z u ersetzen. 
Ferner ist anzunehmen, daß ein Teil der Vorgänge 
bei der strahlungslosen Übertragung der Anre-
gungsenergie zur Zerstreuung der übertragenen 
Energie führen kann. Für die PhL-Ausbeute im 
zweidimensionalen System ergibt sich dann: 

1-F(g) r\_ 

Vo l-a0ßF(g) 
(33) 

mit 

^ = r ( § ) ( n D / 5 0 D + n V 5 0 D " ) = - T ( f ) ( ( ? D 2 + ( ? D " 2 ) . 
(34) 

Abb. 2. Relative Quantenausbeute der Photolumineszenz 
als Funktion des Arguments g = (@D +(?D / / ) für ein 
zweidimensionales System. Die ausgezogenen und gestrichel-
ten Kurven sind nach (29) für a 0 = l bzw. d0 = 0,95 berech-

net worden. 
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Dem Parameter a0 kann die Bedeutung der Wahr-
scheinlichkeit dafür zugeschrieben werden, daß keine 
Zerstreuung der Anregungsenergie bei ihrer Über-
tragung zwischen den Monomeren vorliegt. 

In Abb. 2 ist die Abhängigkeit (33) für einige 
Werte der Dimerisationskonstante 19 3C sowie des 
Parameters a0 dargestellt. Man sieht, daß der Ein- pS 
fluß des Parameters a0 auf den Kurvenverlauf t]/r]0 

bei hohem Wert der Konstanten X g nur gering ist 
im Vergleich zu niedrigen Werten von X g . Das be-
deutet, daß die Monomerenlöschung im Fall hoher 
Werte der Konstanten (und auch hoher Konzen-
trationen) eine geringere Rolle spielt. 

Die Autoren der Arbeit1 haben auch den Fall (4) 
betrachtet. Sie geben für die Quantenausbeute den 
Ausdruck 

-— = / exp { — (x + p x1/5)} cLr 
Vo o 

an mit 
ftp' d n 

n\ a0 

(36) 

(37) 

1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

Dabei sind d0 und a0 die Flächen pro Molekül für 
den Donor bzw. Akzeptor. 

Der Ausdruck (36) unterscheidet sich von (1) 
nur durch den in Gl. (37) auftretenden Faktor 
(nD ' djnA ao)2 3• I*1 Abb. 1 sind mit ausgezogenen 
dünnen Linien die Abhängigkeiten nach (36) für 
die gleichen 20 Werte von Y wie in (23) dargestellt. 
Es ist ersichtlich, daß der Einfluß des Faktors 

dJnA a0)2 3 auf den Kurvenverlauf verhältnis-
mäßig klein ist (vgl. Kurven 2 und 2' sowie 3 und 
3' für die gleichen Werte von y ) . Bemerkenswert 
ist, daß der Ausdruck (36) im Unterschied zu (23) 
für nD < nA nicht in (1) übergeht. Um die erhal-
tenen theoretischen Ergebnisse mit dem Experiment 
zu vergleichen, müssen Parameter wie die kritischen 
Abstände Ä 0 D , R0A bekannt sein. In Abb. 3 sind die 
experimentellen Ergebnisse aus der Arbeit1 über 
die PhL-Löschung von Chlorophyll a durch Cu-
Pheophytin a in Monoschichten von Oleylalkohol 
mit (23) verglichen worden. 

Den relativen Oberflächenkonzentrationen21 K D 

und K\ wurden die absoluten molaren Konzentra-
tionen Cd und CA nach den Formeln CD = K^/N d0 

und CA = KA/N a0, wo N = Avogadrosche Zahl, zu-
grunde gelegt. Nach Daten aus Tafel 1 in 2 wurde 
d0 = a0 = 105 A2 gesetzt. 

Hieraus ergibt sich 

C a = 1,58- 1 0 - 6 X a [ M / m 2 ] , a = D, A . (38) 

T i i • i 1 1 T 1 I 1 -T 1 1 
A 
G cn o ^ ^ ^ 

A ^ ^ s . 

1 " 
R o d = 5 2 Ä \ 

\ \ 2 
R o a = 3 8 Ä 

Rod 
J L / 

Ä 
2 -

Rod 

.ROA = 3 5 & 

c D 

• 

= 1,06 -10£ 

i r i 

M/ m2 

i i I I 1 , 1 , 
10" 10 

Cal M / m 2 ] 
10" 

Abb. 3 22. Relative Photolumineszenzquantenausbeute für 
Chloroplyll a in Monoschichten von Oleylalkohol in Abhän-
gigkeit von der Konzentration des Cu-Pheophytins a. Aus-
gezogene Linien nach (23) beredinet. Q, A experimentelle 

Punkte aus 

Die entsprechenden kritischen Konzentrationen Cop 
und CQA sind nach den Formeln 

Coa = 1/vT 7?Qa/V[M/m2], a = D, A 

berechnet worden. Für /?op = 52 Ä und RqA = 38 Ä 
(aus Tab. 1 in 1 ) erhielt man COD = 1,965 • 1 0 - 8 

M/m2 und CJA = 3 , 6 6 - I O - 8 M/m 2 ; für die Werte 
#OD = 48 Ä sowie RQA = 35 Ä entsprechend COD = 
2 , 3 - I O - 8 M/m2 und C?A = 4,31 • 10~8 M/m2 . 

Die Kurven 1 und 2 wurden nach (23) für die 
aus Spektrenuntersuchungen erhaltenen Werte /?OD 
und RqA (Kurve 1) sowie für etwas niedriger an-
genommene Werte /?OD und ^OA (Kurve 2) gezeich-
net. Beide Kurven stimmen näherungsweise mit dem 
Experiment überein. Nur im Bereich der niedrigsten 
Konzentrationen liegen stärkere Abweichungen vor. 
Jedoch kann in diesem Konzentrationsbereich die 
PhL-Löschung des Donors durch die strahlungslose 
Energieübertragung zum Akzeptor nur ungenau er-
mittelt werden, weil hier die Konzentrationen fast 
um zwei Größenordnungen niedriger sind als die 
kritischen Konzentrationen COA • Berücksichtigt man 
die Ungenauigkeiten in der Bestimmung der absolu-
ten Ausbeute }]0 , des Brechungsindexes sowie der 
Uberdeckungsintegrale, die zur Bestimmung von 
Ä0D und ROA mit einer Genauigkeit von 12% (nach 
Autoren der Arbeit1 ) führen, so ist die Überein-
stimmung der Formel (23) mit dem Experiment als 
zufriedenstellend zu betrachten. Formel (23) be-
schreibt die Konzentrationsänderungen rj/r)0 bei be-
liebigen Konzentrationen np' und nA im Unter-
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schied zu den Formeln (1) und ( 3 6 ) , die nicht für Rod" ? sondern auch die Dimerisationskonstante 
den Fall n D ' nA gelten. zu erkennen. Bisher aber fehlen die experimentellen 

Die erhaltenen theoretischen Ergebnisse [Aus- Ergebnisse, die die obigen Parameter für zwei-
druck ( 3 3 ) ] könnte man zur Beschreibung der dimensionale Systeme liefern könnten, 
durch nicht lumineszierende Dimere bedingten PhL-
Konzentrationslöschung anwenden. Für diesen F ü r d i e m i f e b e i d e r deutschen Textgestaltung 
Zweck wäre es notwendig, auf Grund des Experi- möchten wir Herrn Prof. A. Schmillen unseren ver-
ments nicht nur die kritischen Abstände J ? 0 D und bindlichsten Dank aussprechen. 

Anhang 1 

Der Ausdrude (13) läßt sich auf ähnliche Weise berechnen wie in Arbeit 1 5 . Mit der Formel 

ajb = a f exp ( — b t) df 
o 

kann der Ausdrude (13) folgendermaßen dargestellt werden: 
s s 

( A I ) 

= lim 

F = l i m I . . . I j j 
S^OO J J ACF + /fq 0 

0 
oo 

/ 

0 0 

kF 

N D-l 
2 

7 = 1 

h f exp [ — ( 1 + 5 Q D 2 Xr3 + SoAl Yr*)t]dt 
N* 

. 2 ~S~ ''' s s 
d Y NA 

s^-oo kF + k, 

N D-1 
e x p ( - t ) n 

q j 7 = 1 
0 

fexpi-SlvXrt^dXj 
N A 

n n exp(-S30AYR3t) DF? 

Da alle Integrale nach X j wie auch sämtliche Integrale nach F/ identisch sind, erhält man: 

P F = -—~~ f exp ( - t ) • lim 
fCp + Kq o S-*oo 

/ exp - « D du 
iVD-l 

lim 
S->- OO - f l e x p ( - T s ) d w 

mit 

Da 
X j = u , Yi = w , 5qd t = o d , soat = °a -

S 

dt. (A2) 

dt ( A 3 ) 

( A 4 ) 

lim 
S—y oo 

.5 

i f e X P ( ~ ' ^ 

NB- 1 
= lim 
S —• oo 

1 -
ArD-l 

e x p [ - r ( S ) a D , / ' n D ' ] ( A 5 ) 

und da die analoge Formel auch für die zweite Grenze in ( A 3 ) gilt, ergibt sich: 
oo 

P f = f e x p ( - O e x p [ - r ( l ) ^ (5o D hd ' + S0AnA')]dt, ( A 6 ) 
kF + kq J 

o 
wo tid und nA die Konzentrationen der Moleküle D und A pro Flächeneinheit darstellen. ( A 5 ) enthält 
folgende Grenzübergänge 

l i m (Nd/S) = tid , l i m (NA/S) = nA'. 
S-*oo S-v oo 

Die Berechnung der Integrale (A6) führt zu (16). 

Anhang 2 

Mit der Formel 
oo 

— f 1+a+b J dt 
exp ( — a t ) exp ( — t) -exp( — bt)dt (AI) 
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läßt sich d e r A u s d r u c k ( 2 0 ) s chre iben in d e r F o r m : 
oo S 

^ - ^ f l i n d f e x P ( " 5 0 D X r z t ) d ^ j - e x p ( - o n ( y J exp{-SlAYr3t)dYi^Jdt. 

0 0 0 ( A 8 ) 

D u r c h Einsetzen v o n ( A 4 ) u n d den G r e n z ü b e r g a n g w i e in A n h a n g 1 [ vg l . A u s d r u c k ( A 5 ) ] erhält m a n : 
oo 

^dd = - J e x p [ - o D V s r ( i ) n D ' ] e x p ( - t) • e x p [ - oAu T ( § ) n A ' ] df 

o 
oo 

= - J j ^ e x p [ - ^ S 0 D r ( § ) , D ' ] j - e x p ( — t ) • e x p [ - ^ 5 0 A r ( l ) n A / ] d ^ . ( A 9 ) 

o 

Nach I n t e g r i e r u n g v o n ( A 9 ) e rg ib t sich ( 2 1 ) . 
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18 Für y in Gl. (31) nach 15- 17 wurde statt des Faktors ]/rr 

der Faktor 7]0 gesetzt. Der Faktor ]/?/„ ist jetzt in 
rcOD und tiq\ enthalten. 

19 Die dimensionslose Konstante 'Kg = g"/g'2 ist mit der 
Gleichgewichtskonstanten RK = C"/C'2 verknüpft durch die 
Beziehung: 

KG = (XSOD") / U1 ( §) SOD) = (K COD)/(-T(S) C0D") . (35) 
20 Um (36) für bestimmte Werte von Y nach der Formel 

Y=Q2vIQ2A= (Rov/RoA)2(n'Dln'A) auszuwerten, wurde 
und /?oA-Werte wurden experimentell ermittelt und in 
Tafel I der Arbeit1 zusammengestellt. 

21 Die Größen Ki) = n'j) d0 und £ A = n ' A a 0 entsprechen den 
Beziehungen KChl und Kq in 

22 Irrtümlicherweise wurde in Abb. 3 Cd = 1-06 • 108 M/m2 

angegeben; der richtige Wert beträgt 1,06-10~8 M/m2 . 


